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共平面形プリントダイポールアンテナのガラーキンモーメント法解析
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あらまし 誘電体基板の片面に設けられた共平面形プリントダイポールアンテナについて，板状ダイポール素
子及び分極電流のブロックモデルを区分的正弦波電流展開し，ガラーキン法を採用したモーメント法解析を行っ
ている．まず，板状導体と誘電体から構成されるアンテナに対するガラーキンモーメント法の定式化の概要につ
いて述べ，モノポールセグメント間の自己・相互インピーダンスを単積分形で表すことができることを示してい
る．次に，この手法を用いてプリントダイポールアンテナの入力インピーダンスを数値解析し，他の手法による
結果と比較することにより本手法の妥当性を示している．

キーワード モーメント法，ダイポールアンテナ，分極電流，ガラーキン法，ブロックモデル

1. ま え が き

誘電体を含むアンテナ，散乱問題の解析法の一つと

して，分極電流を用いた積分方程式解法がある [1]．こ

の手法の三次元誘電体モデルへの適用として，分極電

流あるいは電束密度を立方体や直方体，四面体で区分

的に展開する部分領域モーメント法による解析 [2]～

[13]，多項式展開，あるいは球波動関数でモード展開

する全領域モーメント法解析 [14]～[16]，更に部分領

域法と全領域法を併用した混合領域モーメント法解

析 [17]～[19]などが報告されている．

筆者らのグループはブロックモデル化した区分的分

極電流展開関数とガラーキン法を用いた部分領域モー

メント法解析について報告した [8], [9]．ガラーキン法

は展開関数と重み関数を同じ関数形にした手法であ

り，ポイントマッチング法と比較し，少ない分割数で

精度の高い計算結果を得ることが期待できる解析法で

ある．しかしながら，インピーダンス行列要素の計算

において六重積分を行う必要があり，計算時間が増大

するという欠点がある．文献 [8] では直方体誘電体近

傍線状アンテナにおいて，ブロックに分割した区分的
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正弦波展開関数をもつセグメント間の相互インピーダ

ンスの六重積分計算式を三重積分に次数低減化できる

ことを報告している．その手法はグリーン関数が波源

と観測点との相対位置のみで決まることを利用し，直

方体の 3軸それぞれについて二重積分を単積分化して

三重積分にする方法である．しかし，誘電体と自由空

間との境界において分極電流の法線成分が有限の値を

もつことを考慮しておらず，満足できる結果が得られ

なかった．それゆえ，文献 [9] では空気との境界に垂

直に接するブロックにモノポールセグメントを追加し

ており，誘電体近傍線状アンテナについてその効果を

確認している．ここで，モノポールセグメントとは，

図 1に示すように空気との境界において境界に垂直な

方向の展開関数に導入したセグメントであり，境界に

接していないブロックではダイポールセグメントを用

いる．しかしながら，プリントアンテナの解析ではブ

ロックに一様な展開関数を定義しており，本質的に多

数の分割を必要とするものであるため，分割の仕方に

苦心した点が見受けられる．ブロックモデルと区分的

正弦波展開関数を用いたガラーキン法において，筆者

らのグループは直方体ダイポールセグメント間のイン

ピーダンス行列要素の六重積分計算式を単積分まで次

数低減できることを示した [20]．しかし，端部電荷の

影響を完全に考慮したものではないため，結果的には

相殺されてしまうものの，単積分化した式の中に余分

な項が含まれていた．端部電荷の影響を考慮したモノ
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図 1 z 軸方向の区分的分極電流密度
Fig. 1 Piecewise polarization current density parallel

to z axis.

ポールセグメント間のインピーダンスの単積分化につ

いては文献 [21]に示されている．更に文献 [22]でこの

端部電荷の影響についての総括がなされている．しか

しながら，これらの研究では誘電体とアンテナが離れ

ている場合のみを扱っており，これらが接しているプ

リントダイポールへは適用されていなかった．

筆者らは今回，誘電体とアンテナが接したプリント

ダイポールアンテナの解析に，モノポールセグメント

を導入した．本論文では，誘電体基板の片面に設けら

れた共平面形プリントダイポールアンテナのモーメン

ト法解析において，板状ダイポール素子及び分極電流

のブロックモデルを区分的正弦波電流展開し，ガラー

キン法を採用した結果について報告する．まず，板状

導体と誘電体から構成されるアンテナのガラーキン

モーメント法による解析の定式化の概要を説明する．

このとき，モノポールセグメント間のインピーダンス

を電流のみの表現式から求めることができることを示

す．最後に入力インピーダンス特性についての基礎検

討結果を報告する．

2. モーメント法解析

2. 1 分極電流モーメント法

アンテナ構成を図 2に示す．アンテナは直方体状誘

電体基板の片面にプリントされた共平面形ダイポール

アンテナであり，ダイポール素子の微小間隙に電圧 V0

で給電されている場合を考える．誘電体の電気定数は，

複素比誘電率の実数部を εr，実数部で正規化した虚数

部を tan δ とする．

ダイポール素子の表面電流及び三次元分極電流をそ

れぞれ，Na，Nd 個の区分的電流関数の総和で展開し，

図 2 プリントダイポールアンテナの解析モデル
Fig. 2 Analysis model of printed dipole antenna.

ダイポール素子上の境界条件と分極電流の表現式を用

い，更にガラーキン法を用いると，以下の連立方程式

が得られる．

Na∑
n=1

Zaa
mnIa

n +

Nd∑
n=1

Zad
mnId

n = V a
m

(m = 1, 2, · · · , Na)

Na∑
n=1

Zda
mnIa

n +

Nd∑
n=1

Zdd
mnId

n = V d
m

(m = 1, 2, · · · , Nd) (1)

ここで，Zaa
mn，Zad

mn (= Zda
nm)，Zdd

mn はそれぞれ，ダ

イポール素子展開電流の m，n セグメント間のイン

ピーダンス，ダイポール素子展開電流の m セグメン

トと分極電流展開関数の n セグメント間のインピー

ダンス，分極電流展開関数の m，n セグメント間のイ

ンピーダンスであり，以下の式で表される．

Zaa
mn = jkZ0

∫∫
Sm

∫∫
Sn

Ja
m(r)Ja

n(r′)

×
{

1 − 1

k2

∂2

∂z ∂z′

}
g(r, r′) dS′dS (2)

Zad
mn = jkZ0

∫∫
Sm

∫∫∫
Vn

Ja
m(r)Jd

n(r′)

×
{

(ẑ · ûn) − 1

k2

∂2

∂z ∂un

}
g(r, r′) dV ′dS

(3)

Zdd
mn = jkZ0

∫∫∫
Vm

∫∫∫
Vn

Jd
m(r)Jd

n(r′)

1002



論文／共平面形プリントダイポールアンテナのガラーキンモーメント法解析

×
{

(ûm ·ûn)− 1

k2

∂2

∂um ∂un

}
g(r, r′) dV ′dV

+
1

jkY0τ

∫∫∫
Vm

(ûm · ûn)Jd
m(r)Jd

n(r) dV

(4)

上式において，Ja
m はダイポール素子の m セグメン

トにおける展開関数，Jd
m，ûm はそれぞれ，分極電流

の m セグメントにおける展開関数及び電流の単位べ

クトルである．また，k，Z0，Y0 及び g(r, r′) はそれ

ぞれ，自由空間における波数，波動インピーダンス，

波動アドミタンス及びスカラグリーン関数である．ま

た，パラメータ τ は複素比誘電率に関連した項であ

り，次式で表される．

τ = εr(1 − j tan δ) − 1 (5)

Ia
n，Id

n はそれぞれダイポール素子展開電流及び分極電

流展開関数の振幅係数である．V a
m，V d

m はそれぞれ，

ダイポール素子の m セグメントにおける電圧，分極

電流の m セグメントにおける電圧であり，今回アン

テナへの給電として微小間隙による電圧給電を考えて

いるので，給電位置を区分的展開関数の頂点とするセ

グメント（m = M）でのみ値をもつ．特に電流密度

関数の最大値を 1/w，給電電圧 V0 = 1 とした場合，

V a
M = 1 となる．

2. 2 モノポールセグメント間のインピーダンス

式 (2)～(4)の電流方向の積分は，区分的正弦波電流

の場合に解析的に積分できる．このとき，積分をモノ

ポールセグメント間の積分に分解して考えると後々都

合が良い．

互いにねじれの位置にある半径ゼロの直線モノポー

ルセグメントの座標系を図 3に示す．展開関数を以下

の式で表す．

図 3 直線モノポールセグメント間の座標系
Fig. 3 Coordinate for two monopole wire segments.

Jz = (−1)μ+1 sin k(z − zμ)

sin kΔz
, Δz = z2 − z1

(μ = 1 or 2) (6)

Jt = (−1)ν+1 sin k(t − tν)

sin kΔt
, Δt = t2 − t1

(ν = 1 or 2) (7)

相互インピーダンスは，

ZMN

=
jkZ0

4π

∫ z2

z1

∫ t2

t1

JzJt

(̂
z · t̂− 1

k2

∂2

∂z ∂t

)
e−jkR

R
dt dz

=
Z0

16π

{∫ z2

z1

∫ t2

t1

4jk

[
(ẑ · t̂ )JzJt − 1

k2

∂Jz

∂z

∂Jt

∂t

]

× e−jkR

R
dt dz

+ (−1)ν+1 4j

k

∫ z2

z1

∂Jz

∂z

e−jkR(z,tν′ )

R(z, tν′)
dz

+ (−1)μ+1 4j

k

∫ t2

t1

∂Jt

∂t

e−jkR(zμ′ ,t)

R(zμ′ , t)
dt

+ (−1)μ+ν+1 4j

k

e−jkR(zμ′ ,tν′ )

R(zμ′ , tν′)

}
(8)

と展開できる．ただし，μ′，ν′ は次式で与えられる．

μ′ = 3 − μ, ν′ = 3 − ν (9)

式 (8) の { } 内の第 1 項，第 2 項，第 3 項をそれぞ

れ Z
(1)
μν，Z

(2)
μν，Z

(3)
μν とおくと，各項は下記の式で表

される [20], [23]．

Z(1)
μν =

(−1)μ+ν+1

sin kΔz sin kΔt

∑
p,q

pqe−jk(pzμ+qtν)

×
∑
m,n

(−1)m+nejk(pzm+qtn)I(1)
mn (10)

I(1)
mn = −ejpkDz

mnF (Rmn + pDz
mn)

− ejqkDt
mnF (Rmn + qDt

mn)

+ ejk(p̄Dz
mn+q̄Dt

mn)

× [
e−kBmnF (Rmn + p̄Dz

mn

+ q̄Dt
mn + jBmn)

+ ekBmnF (Rmn + p̄Dz
mn

+ q̄Dt
mn − jBmn)

]
: Ãzt = ẑ · t̂ �= ±1 (11a)

I(1)
mn = −[

ejpkDz
mnF (Rmn + pDz

mn)
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+ ejqkDt
mnF (Rmn + qDt

mn)
]
η̄=0

: Ãzt = ±1 (11b)

Z(2)
μν =

(−1)μ+ν+1

sin kΔz
2j

∑
p

pe−jpkzμ

×
∑
m

(−1)mejpkzmejpkDz
mν′ F (Rmν′ + pDz

mν′)

(12)

Z(3)
μν =

(−1)μ+ν+1

sin kΔt
2j

∑
q

qe−jqktν

×
∑

n

(−1)nejqktne
jqkDt

μ′nF (Rμ′n + qDt
μ′n)

(13)

ここで，p，q，m，n はそれぞれ，

p = ±1, q = ±1

m = 1, 2, n = 1, 2 (14)

であり，[ ]η̄=0 は η̄ = 0 となる p，q の値をとること

を示す．また，各パラメータは次式で与えられる．

Rmn = R(zm, tn)

Dz
mn = Rmn · ẑ

Dt
mn = −Rmn · t̂

Bmn = Rmn · (ẑ × t̂ )/η̄

p̄ = p/η̄, q̄ = q/η̄

η̄ = 1 − pqÃzt, η = 1 + pqÃzt

Ãzt = ẑ · t̂ (15)

ここで，式 (11a) の第 1 項による総和と式 (12)，

式 (11a) の第 2 項による総和と式 (13) はそれぞれ

相殺されるので，結局，インピーダンス ZMN は次式

で与えられる．

ZMN =
Z0

16π

{
Z̄μν + (−1)μ+ν+1 4j

k

e−jkRμ′ν′

Rμ′ν′

}

(16)

Z̄μν =
(−1)μ+ν+1

sin kΔz sin kΔt

∑
p,q

pqe−jk(pzμ+qtν)

×
∑
m,n

(−1)m+nejk(pzm+qtn)Imn (17)

Imn = ejk(p̄Dz
mn+q̄Dt

mn)

× [
e−kBmnF (Rmn + p̄Dz

mn

+ q̄Dt
mn + jBmn)

+ ekBmnF (Rmn + p̄Dz
mn

+ q̄Dt
mn − jBmn)

]
: Ãzt �= ±1 (18a)

Imn =
[
ejpkDz

mnF (Rmn + pDz
mn)

+ ejqkDt
mnF (Rmn + qDt

mn)
]
η=0

=
[
2ejpkDz

mnF (Rmn + pDz
mn)

]
η=0

: Ãzt = ±1 (18b)

式 (16) の { } 内第 2 項は両方のセグメントがモノ

ポールセグメントの場合のみ有効であり，それ以外は

この項を無視するものとする．

2. 3 自己・相互インピーダンスの単積分化

電流の軸方向（z 方向）成分同士の相互インピーダ

ンスについては，前節に示すように解析的に積分でき

る．その結果をもとに横方向及び横断面方向の積分を

行うことになる．文献 [20] 及び文献 [23] に示されて

いるように，式 (2)及び式 (4)については単積分表現

できる．分極電流セグメント間のインピーダンスにつ

いて，式 (4)を直接，数値計算する場合はあらかじめ

r = r′ となる特異点を積分の外に出しておく必要が

あったが，文献 [9]に示されているように解析的に特異

点の除去を行える場合，その必要はないことが分かっ

ている．文献 [20]では特異点の項を加えているがその

項は必要なく，今回単積分化した表現式は自動的に特

異点を除去した形になっている．更に式 (3)について

も同様にして解析的に単積分表現可能である．

3. インピーダンス特性の計算結果

数値計算の例として，図 2に示したプリントダイポー

ルを用いた．直方体の誘電体の厚さは Lx = 2.4 mm，

比誘電率の実部で正規化した虚部は tan δ = 0 である．

また，ダイポール素子の寸法は幅 w = 3mm，全長

2H = 100 mmである．誘電体のセグメントへの分割

は x 方向と z 方向には等分割とし，それぞれの分割数

を Mx 及び Mz とする．また，y 方向への分割は図 4

に示すように，ダイポール素子と誘電体が重複する領

域ではセグメントの幅とプリントダイポールの幅を一

致させ，重複する領域以外は図 9を除き不等分割とし

た．その分割数を My としたとき，My = 2m + 1 と

なる．
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図 4 分 割 構 成
Fig. 4 Configuration of divisions.

図 5 入力インピーダンス（Ly = 30mm，Lz = 100mm）
Fig. 5 Input impedance (Ly = 30mm, Lz = 100mm).

3. 1 モノポールセグメント導入の効果

誘電体の端部にモノポールセグメントを設けた

効果を確認するため，モノポールセグメントがな

い場合との比較を行う．計算結果を図 5～図 7 に示

す．図 5 は Ly = 30mm，Lz = 100 mm の場合，

図 6は Ly = 30mm，Lz = 200 mmの場合，図 7は

Ly = 150 mm，Lz = 150 mmの場合であり，いずれ

も εr = 10.2 としている．図より，文献 [22]でも述べ

られているように，モノポールセグメントを設けると，

図 6 入力インピーダンス（Ly = 30mm，Lz = 200mm）
Fig. 6 Input impedance (Ly = 30mm, Lz = 200mm).

図 7 入力インピーダンス（Ly = 150mm，Lz = 150mm）
Fig. 7 Input impedance (Ly = 150mm, Lz = 150mm).

周波数特性はモノポールセグメントがない場合より低

周波数側にずれ，誘電体による波長短縮効果を十分に

反映していることが分かる．また，そのずれの量は誘

電体の大きさに関係なく同程度であり，アンテナ素子

と対面する x 方向のモノポールセグメントの有無が特

性に大きく影響していると思われる．なお，周波数特

性のずれの量は誘電率が低いほど小さいという結果が

得られている．
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図 8 x 方向の分割を変えた場合の特性
Fig. 8 Input impedance for different divisions of

x-direction.

図 9 y 方向の分割を変えた場合の特性
Fig. 9 Input impedance for different divisions of

y-direction.

3. 2 基礎検討及び他のモーメント法解析との比較

基本特性として，x，y，z 方向の分割数を変えた場

合の周波数特性をそれぞれ，図 8，図 9，図 10に示す．

基板寸法は Ly = 30 mm，Lz = 150 mmとしている．

εr = 20 の場合を図示しているが，パラメータに対す

る変化は，1.5 波長共振モードまでは誘電率に関係な

く同様である．図から，インピーダンス特性は，基板

の厚さ方向と幅方向の分割にはほとんど依存しない

ことが分かる．また，基板及びダイポール素子の長さ

図 10 z 方向の分割を変えた場合の特性
Fig. 10 Input impedance for different divisions of

z-direction.

図 11 図 10 のアドミタンス表現
Fig. 11 Admittance representation of Fig. 10.

方向の分割を粗くすると，1波長共振モードの周波数

が多少高い方にずれる．ダイポール素子単体の特性も

同様の結果であり，この特性がそのまま反映されてい

るものと思われる．ただし，1波長共振付近は高イン

ピーダンスであるため誤差が大きく出やすいが，見た

目ほど差はないと考えられる．参考として，図 10 を

入力アドミタンス表現に変換した結果を図 11に示す．

1波長共振付近の誤差が見えなくなっていることが分

かる．反射係数に変換した場合も誤差が小さく，特性

上問題ない誤差であるといえる．

最後に，Ly = Lz = 200mm の場合の計算結果

を図 12～図 15 に示す．図 12，図 13 は εr = 10.2，

図 14，図 15 は εr = 20 の場合である．他のモーメ
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図 12 抵抗成分の特性
Fig. 12 Input resistance.

図 13 リアクタンス成分の特性
Fig. 13 Input reactance.

ント法解析として，分極電流と混合領域モーメント法

を用いた文献 [19]による結果，等価表面電磁流と部分

領域モーメント法を用いた商用ソフト FEKO [24] の

計算結果も図示している．FEKOにおいて，RWG関

数 [25]による電磁流の三角形要素の最大長さは 3 mm

としている．

εr = 10.2 の場合は文献 [19] と FEKO の結果とよ

い一致を示している．εr = 20 の場合は，FEKOの結

果とはよい一致を示しているが，文献 [19]の結果と多

図 14 抵抗成分の特性
Fig. 14 Input resistance.

図 15 リアクタンス成分の特性
Fig. 15 Input reactance.

少差が出ている．その一つの要因として，文献 [19]に

おける電流展開関数は全領域展開関数と部分領域展開

関数を併用し，それぞれルジャンドル多項式を使用し

ているが，部分領域の境界での電流法線成分の連続性

を確保していないことによる影響が考えられる．

以上の結果より，誘電体端部にモノポールセグメン

トを設けることにより，本解析法の有効性を向上させ

ることができた．今後実験等により，本解析法の妥当

性の検証を進める予定である．
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4. む す び

本論文では，誘電体基板の片面に設けられた共平面

形プリントダイポールアンテナにおいて，板状ダイ

ポール素子及び分極電流のブロックモデルを区分的正

弦波電流展開し，更に誘電体端部にモノポールセグメ

ントを導入し，ガラーキン法を採用したモーメント法

解析を行った．まず，板状導体と誘電体から構成され

るアンテナのガラーキンモーメント法の定式化の概要

について述べ，モノポールセグメント間の自己・相互

インピーダンスを単積分形で表すことができることを

示した．次に，この手法を用いてプリントダイポール

アンテナの入力インピーダンスを数値解析し，誘電体

端部に設けたモノポールセグメントの効果の確認を行

い，更に他の手法による結果と比較し，本手法の有効

性と妥当性を確認した．
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