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GPUによるアンテナの数値解析の高速化に関する一検討
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概要: モーメント法を用いた大規模なアンテナの電磁界数値解
析では, 行列方程式を解くために多大な演算時間がかかるとい
う問題がある. そこで, 行列方程式を高速に解くために, 近年で
は画像処理装置 (Graphics Processing Units, GPU) が盛んに
用いられている. GPUの高い演算能力を最大限に活かすには,
各プロセッサの演算の割り当てやメモリアクセスを最適化する
必要があるが, それらが最適化されたという報告はこれまでに
はされていない. 本報告では, 行列方程式の反復解法の一種で
ある共役勾配 (Conjugate Gradient, CG)法を GPUによって
高速化する際に, これらの要素が演算時間に与える影響を定量
的に明らかにし, 最適化したので報告する.
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1. まえがき

電磁界数値解析の有力な手法の一つとしてモーメント
法 (Method of Moments, MoM)が知られている [1], [2].
モーメント法では, アンテナや散乱体表面の電流分布を求
める問題を, N 個の電気的に小さなセグメント上におけ
る未知の電流係数を求める問題に置換する. そして, 未知
の電流係数を求めるために, 電界積分方程式を離散化して
得られる行列方程式を解く. 一般的に, 掃き出し法のよう
な直接法によって行列方程式を解く場合, 未知の電流係数
ベクトルを求めるためにO(N3)という大きな時間がかか
ることが知られている. したがって, 直接法は N の大き
な大規模行列方程式に適応できない. そこで, 行列方程式
を解く演算時間をO(N2)にする試みが近年盛んに行われ
ており, 共役勾配 (Conjugate Gradient, CG)法のような
反復法はその代表である [3]-[6].
一方, 近年では, PCやWorkStationに用いられる画像

処理装置 (Graphics Processing Units, GPU)の高い並列
演算能力を数値解析に応用する試みが盛んに行われてい
る. 特に, GPUを汎用目的で利用するための統合開発環
境であるCUDA (Compute Unified Device Architecture)
[7]-[9]が 2006年にNVIDIA社より発表されて以降, GPU
によってモーメント法を含む様々な数値解析法が高速化
されてきた [10]-[13]. モーメント法の行列方程式を, GPU
と CG法を組み合わせて解く試みも行われており, その
有効性は既に確認されている [14]. しかし, 文献 [14]では
GPU内での各プロセッサへの演算の割り当てやメモリア
クセスは最適化されておらず, GPUの性能を最大限に活
かしているとは言い難い. 本報告では, これらの要素を最
適化し, GPUによって CG法を従来より大きく高速化し
たので報告する.
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2. 共役勾配法のアルゴリズム

モーメント法における行列方程式は ZI = Vで表され
る. ここで, Zは既知の N × N インピーダンス行列, V
は既知のN 次元電圧係数ベクトル, Iは未知のN 次元電
流係数ベクトルである. 以下に，CG法によって ZI = V
を解くアルゴリズムを示す．

1. 初期値 (近似解)I0 を適当に決定．

2. 第 0近似解 I0 に対する残差ベクトル r0 を計算．
r0 = V − ZI0

3. 修正ベクトルの初期値 p1 を計算．
p1 = Z†r0

Z† は Zの複素共役転置行列.

4. 第 i(i≥1)回の修正係数 αi を計算．

αi = −〈Zpi, ri−1〉
‖Zpi‖2

=
‖Z†ri−1‖2
‖Zpi‖2

5. 第 i近似解 Ii を計算．
Ii = Ii−1 + αipi

6. 第 i近似解 Ii に対する残差ベクトル ri を計算．
ri = ri−1 − αiZpi

7. 修正ベクトル pi の修正係数 βi を計算．

βi =
‖Z†ri‖2
‖Z†ri−1‖2

8. 修正ベクトルの新しい値 pi+1 を計算．
pi+1 = Z†ri + βpi

9. 収束性を判定し，収束していなければ，i = i+1と
し，ステップ 4に戻る．

上記のアルゴリズムにおいて, ステップ 4からステップ
9までの処理は近似解 Ii が厳密解に十分近づくまで繰り
返し行われる. その反復処理のうち, 演算時間の大半を
占めるのは 2回の行列-ベクトル積演算 Zpi と Z†ri であ
る. そこで本報告では, GPUによって行列-ベクトル積演
算 Zpi, Z†ri を高速化し, 演算時間の短縮を図る.

3. GPUの構造と演算の割り当て, メモリアクセス

3.1 GPUの構造

本報告で用いた GPU, Tesla C2075の構造を図 1に示
す. 図 1 において, 破線の左側は CPU のプロセッサと
それに取り付けられたメモリを示している. そして, 破
線の右側は GPU内のスケジューラ, プロセッサ群, メモ
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図 1: Tesla C2075の構造.

リ群を示している. GPUでは, 多数のプロセッサが SM
(Streaming Multiprocessor) というグループでまとめら
れている. Tesla C2075 では, 448 個のプロセッサが 14
の SMに均等に振り分けられており, 1SMは 32個のプロ
セッサで構成される. 各 SMは, プロセッサ以外に, 演算
に必要な共有メモリやレジスタといった資源を保有する.

GPUによる演算の流れを説明する. まず, CPU側のホ
ストメモリから演算に必要なデータを GPU側のグロー
バルメモリにコピーする. 次に, CPUからGPUへ演算内
容を指示する. そして, GPUは与えられた演算を多数の
プロセッサが並列に実行する. この際, 演算に必要なデー
タは適宜グローバルメモリから呼び出す. 各プロセッサ
の演算が全て終了した後, 演算結果をグローバルメモリ
からホストメモリにコピーし, GPUによる演算は終了と
なる. なお, 本報告では以上の命令を全てCUDA Fortran
で書かれたコードによって行う.

3.2 演算の割り当て

GPUに演算を命令するときは, 演算内容のスレッドと
ブロックをGPU側に明示する必要がある. スレッドとは
並列演算可能な最小単位のことであり, スレッドの集合を
ブロックという. 例えば, 行列-ベクトル積演算 Zpi で得
られるベクトルを uと置けば, uの 1つの要素を求める
演算は互いに並列に実行可能であるから, 図 2のように
スレッドとブロックを定めることができる. 図 2におい
て, ブロック行列を求める演算がブロック, 各要素を求め
る演算がスレッドに当たる. また, ブロックの数をNB , 1
ブロック当たりに含まれるスレッドの数をNT とすると,
NBとNT の間にはN = NBNT の関係が成り立つ. GPU
では, 多数のプロセッサがさらに多数のスレッドを並列に
実行していくことによって, CPUに対して演算時間を短
縮することができる.
図 2に示すように, GPUのスケジューラはブロック単

位で各 SMに演算を振り分け, SM内の各プロセッサがブ
ロック内の各スレッドを実行する. 全てのプロセッサを
休みなく動作させるためには, NB を SMの数 14の倍数,
NT を 1SM当たりのプロセッサ数 32の倍数にすればよ
いと考えられる. しかし, プロセッサの稼働率は 1スレッ
ドの演算に必要となるレジスタ数などによっても制限さ

1

2

B

i

N

   = =     

u

u
Zp u

u

⋮

1

2

TN

u

u

u

       
⋮

Block
Thread

SM 1SM 14

Assign

⋯ Processor 32Processor 1 ⋯

Operations

Hardware

1,1 1 1,N NZ p Z p⋅ + + ⋅⋯

2,1 1 2,N NZ p Z p⋅ + + ⋅⋯

B TN N N=

図 2: 行列-ベクトル積演算におけるスレッドとブロック.

れるため, NB とNT を最適化するだけでは演算時間が短
くなるとは限らない.

3.3 メモリアクセス

GPUでは, 各プロセッサの演算速度に対し, グローバ
ルメモリからのデータ転送速度が遅いという特徴がある.
プロセッサがグローバルメモリに一回アクセスするため
にかかる時間 Ta は以下のように表される.

Ta = tr + td · Sd (1)

ここで, tr はメモリの立ち上がり時間, td は単位バイト
当たりのデータ転送時間, Sd は転送されるデータのサイ
ズ (単位はバイト)を意味する. Tesla C2075では, Sd は
32, 64, 128バイトのいずれかとなり, 128バイトのデータ
転送なら倍精度複素数 8要素を一度に転送することがで
きる.
メモリの立ち上がり時間は, メモリアクセスの度にデー

タのサイズに依らず一定時間かかる. したがって, 同じ量
の情報を転送するならば一度に送る情報量を増やし, アク
セス回数を減らした方が良い [9]. それを実現するメモリ
アクセスのことをコアレスアクセスと呼ぶ. コアレスア
クセスとは, 複数のプロセッサに対してデータを個別に転
送するのではなく, まとめて転送するメモリアクセスであ
り, メモリアクセスの回数を減らすことができる. 128バ
イトのコアレスアクセスの条件を以下に挙げる.

1. 一度に転送される 8要素のデータのアドレスが, グ
ローバルメモリ上で連続していること.

2. 一度に転送される 8要素のデータのアドレスが, 128
バイト境界をまたいでいないこと.

GPUのプロセッサがグローバルメモリに格納されたイ
ンピーダンス行列 Z にアクセスする様子を図 3 に示す.
上記 2つのコアレスアクセスの条件を満たしている場合
は, プロセッサからのメモリアクセスはコアレスアクセス
となり, 一度のメモリアクセスで 8個のプロセッサへ一つ
ずつデータを供給することができる. しかし, 一度に転送
されるデータのアドレスがメモリ上で連続していない場
合や, 128バイト境界をまたいでいる場合はコアレスアク
セスとはならず, 複数回のデータ転送が必要となる. アド
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図 3: プロセッサによるメモリに格納されたインピーダン
ス行列 Zへのアクセス.

レスをメモリ上で連続とするためには, 使用言語に応じて
コード作成時に配列の定義に注意すればよい. 本報告で
用いた CUDA Fortranでは, インピーダンス行列 Zを表
す 2次元配列は列方向から順にグローバルメモリに格納
される. 128バイト境界をまたがないようにするために
は, N 及び NT が共に 128バイト分の要素数である 8の
倍数である必要があると考えられる.

4. 数値解析

本節では, 行列-ベクトル積演算 Zpi 及び Z†ri と, CG
法によって行列方程式 ZI = Vを解いた結果を報告する.
本報告における数値解析環境は表 1の通りである.
また, CG法の反復処理は相対残差ノルム ε < 10−4 と
なった場合に収束と判定することとした.

表 1: 数値解析環境.

CPU Intel Xeon @ 2.27 GHz

GPU NVIDIA Tesla C2075

Compiler PGI Visual Fortran 11.5

CUDA Driver CUDA 3.2

OS Windows 7 Professional 64 bit

4.1 各プロセッサへの演算の割り当てやメモリアクセス
の影響

行列-ベクトル積演算 Zpi において, 1ブロック当たり
のスレッド数 NT に対する演算時間を測定した結果を図
4に示す. ここで, ブロック数 NB は NB = N/NT によ
り定まり, Z及び pi はそれぞれ乱数行列及び乱数ベクト
ルとした. また, 一度に転送されるデータのアドレスはグ
ローバルメモリ上で連続となるようにした. 図 4より, N

および NT が共に 8の倍数のときに演算時間が短くなっ
ていることが分かる. これは一度に転送されるデータの
アドレスが 128バイト境界をまたがず, コアレスアクセス
が実現されたためと考えられる. それ以外では 128バイ
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図 4: NT に対する行列-ベクトル積演算の演算時間.

ト境界をまたいでいるため, コアレスアクセスにならず,
演算時間が長くなったと考えられる. また, NBを 14の倍
数とした場合や NT を 32の倍数とした場合に, 他の NT

が 8の倍数の場合と比べて演算時間が明らかに短くなる
ことはなかった. これは, プロセッサの稼働率が, 1スレッ
ドの演算に必要となるレジスタ数などによって制限され
たためと考えられる. この結果より, NB 及びNT を最適
化しただけでは演算時間を短縮することはほとんどでき
ないと言える.
本報告では, NT は図 4において演算時間が短くなって

いるものから 64を選択した. NT が自由に選択できるの
に対し, N は解析するモデルによって決定される. そこ
で, N が 8の倍数でない場合はメモリに 0を挿入し, メモ
リアクセスがコアレスアクセスとなるようにする.

CG法における行列ベクトル積演算 ZpiとZ†riを比較
すると, 行列の転置のためにインピーダンス行列 Zへの
アクセス順序が異なる. そのため, 一方で一度に転送され
るデータのアドレスがグローバルメモリ上で連続となる
ようにすると, もう一方では連続とすることができない.
そこで, Zpiにおいてアドレスが連続となるようにした場
合の Zpi 及び Z†ri の演算時間を図 5に示す. 図 5より,
Z†ri は, Zpi に対して約 4.7倍の時間がかかっているこ
とが分かる. これは, Z†ri では一度に転送されるデータ
のアドレスがグローバルメモリ上で連続となるようにし
なかったため, コアレスアクセスが実現されなかったこと
が原因と考えられる.
基底関数と試行関数を一致させるGalerkinのモーメン

ト法では, インピーダンス行列 Zは複素対称行列になる
ことが知られており, Z = ZT, すなわち Z∗ = Z†となる.
したがって, 本報告では, 行列-ベクトル積演算 Z†ri にお
いて行列を転置せず, Z∗riとして演算することで, 演算時
間の短縮を図ることとする.
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4.2 CG法におけるメモリアクセスの最適化

本報告における数値解析モデルを図 6に示す. 図 6の
数値解析モデルより得られたモーメント法の行列方程式
ZI = V を CG法によって解いた場合の演算時間を図 7
に示す. 図 7より, GPUにおいてメモリアクセスを最適
化し, コアレスアクセスとした場合, 最適化していない場
合に対して約 2.5倍, CPUに対して約 100倍の高速化を
達成できていることが分かる. この結果より, メモリアク
セスの最適化の有効性を確認することができた.

5. むすび

本報告では, GPUを用いた行列-ベクトル積演算におけ
るGPUのプロセッサへの演算の割り当てや, プロセッサ
からのメモリアクセスが演算時間に与える影響を定量的
に調べた. その結果, 演算の割り当てを最適化するには,
ブロック数や 1ブロック当たりのスレッド数を最適化す
るだけでは不十分であることが分かった. 演算の割り当
ての最適化には, 1スレッド当たりのレジスタ使用量も考
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図 7: CG法によって行列方程式ZI = Vを解く演算時間.

慮する必要があると考えられる. また, コアレスアクセス
の条件を満たすことで, メモリアクスが最適化され, 演算
時間が短縮されることが分かった. その際, Galerkinの
モーメント法におけるインピーダンス行列の対称性を利
用した. 最後に, 行列-ベクトル積演算におけるメモリア
クセスを最適化することにより, CG法を従来よりも大き
く高速化することができた.
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