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CBFMによるモーメント法の高速化
今野 佳祐, 陳　強, 澤谷 邦男 (東北大学大学院工学研究科),

瀬在 俊浩 (宇宙航空研究開発機構)

概要: 大規模問題を解析するための高速モーメント法の 1つ
として, CBFM(Characteristic Basis Function Method) が知
られている. CBFM は反復処理を含まない解析法であるため,
CG法とは異なり Z行列の条件数に計算時間が左右されないと
いう利点を持つ. CBFMに要する計算時間はブロック数M に
大きく依存することが分かっているが, それらを最小にするM
と総セグメント数N の関係は明らかにされていない. 本報告で
は, CBFMの計算時間を最小にするようなM を理論的に明ら
かにし, 数値解析でその妥当性を明らかにしたので報告する.
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1. まえがき

モーメント法 (Method of Moments, MoM)は有力な電
磁界解析法の 1つとして知られている [1], [2]. モーメン
ト法では, アンテナや散乱体上の電流を求める問題を, N

個に分割したアンテナや散乱体の各セグメント上におけ
る未知の電流係数を求める問題に置換する. そして, 未知
の電流係数を求めるために, 電界積分方程式を離散化して
得られる行列方程式を解く. しかしながら, 逆行列を求め
るための計算時間が O(N3)となってしまい, 大規模な問
題をモーメント法で解析するには高速化が不可欠である.
モーメント法の高速化を図るために, これまでに様々な

手法が提案されてきた. 特に, 共役勾配 (Conjugate Gra-
dient, CG)法などの反復解法に基づく手法が盛んに研究
されている [3]-[6]. 反復解法は, 適当に与えた近似解を更
新して厳密解に近付けてゆく手法であるが, 反復処理 1回
当たりの計算時間が O(N2)であるため, 反復回数が少な
ければ逆行列を求めるよりも早く行列方程式を解くこと
ができる. しかしながら, 一般的に大規模な問題の Z行列
は悪条件であることが多い. 悪条件な Z行列を有する行
列方程式を反復解法で解く場合, 必要な反復回数は N に
比例することもあり, 反復解法は必ずしも高速にならない
ことが知られている [7].
そこで, 反復解法に依らずにモーメント法の高速化を

図る手法として, 特性基底関数法 (Characteristic Basis
Function Method, CBFM)が提案されてきた [8]. CBFM
ではまず, 解析モデルをM 個のブロックに, Z行列を対応
するM2個のブロック行列方程式に分割する. そして, ブ
ロック行列方程式を解いて得られるM2 個の解にガラー
キン法を適用し, N ×N の行列方程式をM2×M2の行列
方程式に圧縮した後に解き, 解を得る. 圧縮後の行列サイ
ズを抑えれば逆行列を求めることができるため, N が大き
な問題でも反復解法によらずに解を得られるという利点
がある. これまで, CBFの生成方法に関する検討 [9]-[11]
や多層化による高圧縮率の実現 [12]-[15]など, CBFMに
関する様々な研究が行われてきた. しかしながら, CBFM
において最小の計算時間を与えるM と N の関係につい

2011 年 6 月 21 日
東北大学　電気・情報系 103 会議室

ての検討は見られない.
本報告では, CBFMにおいて最小の計算時間を与える

M とN の関係を理論的に導出し, 得られた関係の妥当性
を数値解析によって確かめたので報告する.

2. CBFM

2.1 原理

図 1 に示すような板状アンテナの解析を例にとって,
CBFMの原理を説明する. CBFMでは, まず図 1に示す
ように解析モデルを M 個のブロックに分割する. そし
て, 解析モデルの分割に対応するように Z行列もM2 個
のブロックに分割し, 電圧ベクトルと電流ベクトルはど
ちらもM 個のブロックに分割する. なお, 図 1において,
N は総セグメント数, M は解析モデルを分割したブロッ
ク数, K は各ブロック中におけるセグメント数, Ko は後
述するブロック間のオーバーラップセグメント数である.
また, Zblo

ik は i番目のブロックと k 番目のブロック間の
K ×K 相互インピーダンス行列, Vblo

i と Iblo
i はそれぞれ

K 元のブロック電圧・電流ベクトルである. 役割は後述
するが, オーバーラップセグメントを含んだ拡張ブロック
(Extended block)も特性基底関数 (Characteristic Basis
Function, CBF)を求める過程で用いられ, 通常のブロッ
ク行列と区別するために図中では上付き文字の ebloが付
けられている.
さて, CBFMではM 個の CBFに重み係数を乗じたも
のの和によって, 各ブロック中に流れる電流を以下のよう
に表現する.

Iblo
i =

M∑
k=1

α(i,k)Jblo
(i,k) i = 1, 2, ..., M (1)

ここで, Jblo
(i,k)は第 iブロックにおける k番目のCBFであ

り, i = kのとき Primary basis, i ̸= kのとき Secondary
basisと呼ばれる. また, α(i,k) はそれぞれの CBFに乗じ
る重み係数である. Jblo

(i,k) は, 第 iブロックにおける電流
のうち, 第 k ブロックの寄与による成分を表すという物
理的な意味を持ち, α(i,k) は対応する CBFの寄与の大き
さを示すものと解釈できる. 各ブロックを流れる電流を
(1)式のように表現することは, N 個の電流係数を求める
という元の問題を, M2 個の CBF及びその重み係数を求
める問題に変換したことを意味しており, 以下では CBF
と重み係数を求めて解を得るまでの手順を示す.
まず, 全ブロックの Primary basis Jblo

(i,i)を求める. Pri-
mary basisは, 当該ブロック内に印加した電圧によって当
該ブロック内に生じる電流を表しており, 一般的には最も
寄与の大きな CBFであることが多い. 従って, Primary
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図 1: CBFMによる板状アンテナの解析.

basisの精度は最終的な解の精度を左右すると考えられる
が, ブロック行列方程式を解いて得られる Primary basis
は, ブロックの周囲にあるセグメントとの連続性を無視
することによって生じる不要なエッジ効果を含んでしま
うことがあり, 必ずしも精度は良くない. そこで, 不要な
エッジ効果を除去した Primary basisを得るために, 当該
ブロック周囲にある Ko 個のセグメントをオーバーラッ
プセグメントとして導入した (K + Ko)× (K + Ko)の拡
張ブロック行列方程式 (2)を解く.

Zeblo
ii Jeblo

(i,i) = Veblo
i i = 1, 2, ...,M (2)

そして, (2)式を解いて得られる (K + Ko)元の解ベクト
ル Jeblo

(i,i)のうち, Ko個のオーバーラップセグメント部分に
相当する成分を棄却し, 残りK個の成分をPrimary basis
として保存する. オーバーラップセグメントはブロック
間の電気的なつながりを担保し, 不要なエッジ効果を除去
してPrimary basisの精度を高める効果がある. その一方
で, オーバーラップセグメント数を大きくしすぎると計算
時間が増大するという欠点もある. 従って, オーバーラッ
プセグメント数 Ko は精度と計算時間の両方に関わる重
要なパラメータであると言える. なお, (2)式を解く際に
求めた逆行列は, Secondary basisを求める箇所で必要に
なるため, ハードディスクに出力して保存しておく.
次に, Secondary basisを求める. Secondary basisは,

他のブロックに印加した電圧によって当該ブロック内に
生じる電流を表しており, 以下のようなブロック行列方程

式を解いて求める.

Zeblo
ii Jeblo

(i,k) = Veblo
(i,k) where Veblo

(i,k) = −Zeblo′

ik Jblo′

(k,k)

(3)

(k = 1, 2, ..., i − 1, i + 1, ...,M)

ここで, Zeblo′

ik は Zeblo
ik 中の (K + Ko) × K ′ ブロック行

列であり, Jblo′

(k,k) は Primary basisJblo
(k,k) 中の K ′ 成分か

らなるベクトルである. なお, 第 iブロックと第 k ブロ
ック間のオーバーラップセグメント数を Kik

o とすると,
K ′ = (K − Kik

o )である. Primary basisを求めるときと
同様に, (3)式を解いて得られる (K + Ko)元の解ベクト
ル Jeblo

(i,k) のうち, Ko 個のオーバーラップセグメント部分
に相当する成分を棄却し, 残りK 個の成分を Secondary
basisとして保存する. このようにして各グループ毎にM

個, 計M2 個の CBFが得られるが, これらは必ずしも正
規直交基底とはならない. そこで最後に, 得られた CBF
にGram-Schmidtの正規直交化法を適用し, CBFの直交
性を高める.
次に, 各 CBFの重み係数 α(i,k)を求めるため, CBFを
用いて元の行列方程式を以下のように変換する.

M∑
i=1

M∑
k=1

α(i,k)u(i,k) = V (4)

(u(i,k) = [[Zblo
1i Jblo

(i,k)][Z
blo
2i Jblo

(i,k)] · · · [Z
blo
MiJ

blo
(i,k)]]

T )

そして, (4)式の両辺とu∗
(q,l)との内積を取るというガラー

キン法を用い, 元のN × N 行列方程式をM2 × M2に圧
縮する. 圧縮した行列方程式のサイズは小さく, Gauss-
Jordan法などを用いて逆行列を計算して α(i,k)を求める
ことができる. 最後に, 得られた重み係数と CBFを (1)
式に代入することで, 元の行列方程式の解が求まる.

2.2 最適なブロック数M の導出

ここでは, CBFMの計算時間を最小にするようなブロッ
ク数M を N の関数として導出する. なお, ブロック中
に含まれるセグメント数は一様であるとし, オーバーラッ
プセグメント数は無視している. まず, CBFMの計算時
間において, M の増加に対して最も高速で減少するのは
Primary basisの演算で, N3/M2 に比例する. また, M

の増加に対して最も高速に増加するのは Z行列の圧縮演
算であり, M4N に比例する. これらの和の極値を与える
ようなM と, そのときの計算時間は以下のようになる.

CPU time ∝ N3/M2 + M4N

= N7/3 where M ≈ 0.9N1/3 (5)

従って, M ≈ 0.9N1/3 としたとき, CBFMの計算時間は
最小の O(N7/3)となる.

3. 数値解析

図 2と 3に解析モデルを示す. オーバーラップセグメ
ント数Ko は, ブロック各辺の両側を weずつ拡張した範
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囲に含まれるセグメント数と定義した. また本報告では,
散乱問題を取り扱うこととする.

図 2: ロングダイポールアンテナ.

図 3: 板状アンテナ.
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図 4: ブロック数M と計算時間の関係 (ロングダイポー
ルアンテナ).

3.1 ブロック数M と計算時間との関係

図 4 及び 5 に, 総セグメント数 N を固定したときの
CBFMにおけるブロック数M と計算時間の関係を各モ
デル毎に示す. これらの図から分かるように, M = 16(≈
0.9N1/3)のとき, CBFMの計算時間がいずれのモデルで
もほとんど最小値になっていることが分かる. 従って, 導
出したM = 0.9N1/3が CBFMにおける最小の計算時間
を与える値だということが示された.
また, 図からはオーバーラップセグメント数が計算時間
に与える影響も読み取ることができる. ロングダイポー
ルアンテナの場合は, we = 10λとかなり大きな we を与
えても計算時間の大きさやM に対する振る舞いはそれほ
ど変わらなかった. これはロングダイポールアンテナが 1
次元的なセグメント分布を有しており, we を大きくして
もKo はそれほど大きくならなかったためと考えられる.
板状アンテナの場合は, we = 1λのときにはかなり計算
時間が増大している. これは板状アンテナが 2次元的な
セグメント分布を有しており, we を大きくすると Ko も
急速に大きくなるためと考えられる.

3.2 圧縮率及び拡張幅と精度との関係

CBFMで得られる解の精度は, Z行列をどの程度圧縮
したか, 及びブロック間の電気的な連続性を CBFを求め
る際にどの程度考慮したかで決まる. そこで, 元の Z行
列のサイズと圧縮後の Z行列のサイズの比 RC = M2/N

を圧縮率として定義し, RC 及び拡張幅 we と精度との関
係を確かめる. CBFMで得られる解の精度は, 以下の式
で評価する.

ϵCBFM =

√√√√√√√√
P∑

i=1

|EGJ(θi) − ECBFM (θi)|2

P∑
i=1

|EGJ(θi)|2
(6)
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図 5: ブロック数M と計算時間の関係 (板状アンテナ).

ここで, EGJ(θi)とECBFM (θi)はそれぞれGauss-Jordan
法, CBFMによって得られた電流から計算した θi方向の
散乱電界であり, θiは電界の方向, P は電界の点数である.
今回は, 入射平面波を定義した面での散乱電界を誤差評価
に用いた.
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図 6: 圧縮率 RC 及び拡張幅 we と精度との関係 (ロング
ダイポールアンテナ).

数値解析結果を図 6と 7にそれぞれ示す. ロングダイ
ポールアンテナでは, 圧縮率 RC が小さい場合でも, 拡張
幅weを大きくすることで解の精度を改善できていること
が分かる. 一方の板状アンテナでは, 圧縮率RC を小さく
すると, 拡張幅 weを大きくしても解の精度はあまり良く
ならない. 以上の結果に基づき, CBFMによって得られ
る解の精度と圧縮率 RC 及び拡張率 we との関係を考察
する.

CBFMは, 元々のN 個ある基底関数のいくつかを落と
し, 残りのM2 個の基底関数で近似解を求める手法だと
解釈できる. その観点から言えば, 圧縮率RC は元々の基
底関数の数に対する残した基底関数の割合を表し, 拡張幅
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図 7: 圧縮率 RC 及び拡張幅 we と精度との関係 (板状ア
ンテナ).

weは残す基底関数の質を左右する値だと考えられる. 残
す基底関数をどのように選んでも, 残した基底関数で表現
できる最良の近似解に含まれる誤差は基底関数を落とし
た分だけ大きくなるため, CBFMによって実現できる近
似解の精度は, 圧縮率RC を小さくするほど一般的には下
がると考えられる. しかしながら, 単純な電流分布を持つ
問題など, 少ない数の基底関数でも十分に近似解が精度良
く表現できる場合は, 残す基底関数の質を weによって高
めることで解の精度も改善できる.
ロングダイポールアンテナは比較的単純な電流分布を
持ち, 少ない数の基底関数でも近似解を精度良く表現で
きる. 従って, 圧縮率 RC を小さくしても, 拡張幅 we に
よってブロック間における電流の連続性を担保し, 残す基
底関数の質を改善すれば, 解の精度も改善できると考えら
れる. その一方で, 電流経路が複数存在する板状アンテナ
は, 解を精度良く表現するために要する基底関数の数が多
く, 圧縮率 RC を小さくしすぎると, 解を精度よく表現す
るために必要な基底関数の数自体が不足してしまう. 従っ
て板状アンテナでは, 圧縮率 RC を小さくしすぎると, 拡
張幅weを大きくしても解の精度を上げることができない
と考えられる.

3.1及び 3.2の検討から, weによって精度が調整できる
ロングダイポールモデルについては, ブロック数を計算時
間が最小になるようにM ≈ 0.9N1/3 とし, we = 10λと
すれば, 最小に近い計算時間で高い精度の解が得られると
考えられる. また, 圧縮率RC が解の精度を左右する板状
アンテナについては, M ≈ 0.9N1/3 よりも若干M を大
きくし, we = 0.2λとすれば, こちらも最小に近い計算時
間で高い精度の解が得られると考えられる. 以後の数値
解析では, このパラメータを採用する.

3.3 最適化済CBFMと反復法との比較検討

ここでは, パラメータの最適化を行った CBFMの有効
性を明らかにし, Gauss-Jordan法によって得られた厳密
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図 8: 散乱パターン (ロングダイポールアンテナ).
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図 9: 散乱パターン (板状アンテナ).

解と比較する. また, CBFMと CG法による解析に要す
る計算時間も比較検討する. なお, CG法の収束判定は相
対残差 ϵを用いて行い, ϵ = 10−4 とする.
図 8及び 9に, 最適化済 CBFMによって得られた散乱

パターンを示す. 得られた散乱パターンは, Gauss-Jordan
法によって得られた散乱パターンとよく一致しており,
CBFMによって解が正しく得られていることが分かる.
図 10及び 11に, 最適化済 CBFMの計算時間と, 比較

のための Gauss-Jordan法及び CG法の計算時間を併せ
て示す. ロングダイポールアンテナは, CBFMによる計算
時間のオーダーはO(N7/3)であり, Gauss-Jordan法及び
CG法のO(N3)よりも小さい. この解析モデルは, CG法
の反復回数がN に比例する悪条件問題であることが知ら
れており, CG法では Gauss-Jordan法と比較して計算時
間を削減することはできない [7]. しかしながら, CBFM
は反復解法を用いないため, 計算時間を削減することがで
きている. 一方, 板状アンテナは悪条件問題ではないため
か, CBFMによる計算時間は CG法とそれほど変わらな
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図 10: 計算時間 (ロングダイポールアンテナ).
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図 11: 計算時間 (板状アンテナ).

い. 以上のことから, CBFMは悪条件問題の解析に必要
な計算時間を削減するために特に有効な手法であると考
えられる.

4. むすび

本報告では, 高速なモーメント法の 1つである CBFM
における計算時間を最小にするようなブロック数M とN

の関係を理論的に導出した. そして, 得られたM の値が
最小の計算時間を与えるM であることを数値解析によっ
て明らかにした. また, 圧縮率RC 及びブロック拡張幅we

とCBFMによって得られる解の精度との関係も数値的に
明らかにした. 最後に, ブロック数M と拡張幅 we を最
適化した CBFMが, 悪条件問題に有効であることを明ら
かにした. 今後は, 誘電体を含むモデルを解析するための
ブロックモーメント法に CBFMを適用する予定である.
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