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あらまし  大規模なアレーアンテナの数値解析は計算コストが高いため，計算の高速化および省メモリ化が不可

欠である．本研究では，自由空間のダイアディックグリーン関数の遠方界近似を用いたモーメント法を提案し，そ

の精度と計算コストを数値的に明らかにする．提案手法は相互インピーダンスの表示式における波源の寄与と観測

点の寄与が分離されている．その結果，互いに十分離れた位置にある電流セグメント間の相互作用をまとめて計算

することができ，高速化が期待できる．提案法により 2 次元周期的アレーアンテナの数値解析を行い，その精度や

計算コストを明らかにすることで本手法の有効性を示す． 
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Far-Field Approximation of a Dyadic Green’s Function in Free Space. 
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Abstract The numerical analysis of a large-scale array antenna is computationally expensive, so it is essential to speed up 

the computation. In this research, we propose a fast method of moments using the far-field approximation of the dyadic green 

function in free space and numerically demonstrate its effectiveness. The proposed method enables to deal with the 

contribution of the wave source and observation points to the mutual impedance, separately. As a result, the proposed method 

can compute the mutual coupling among current segments that are far from each other collectively and short CPU time is 

expected. Numerical analysis of two-dimensional periodic array antennas is performed by the proposed method, and the 

effectiveness of the method is shown via its accuracy and computational cost. 
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1. 背景  

アンテナや散乱体表面の電流分布などを求めるた

め の 電 磁 界 解 析 手 法 の １ つ に モ ー メ ン ト 法

[1][2](Method of Moments, MoM)が挙げられる．モーメ

ント法ではアンテナ及び散乱体の表面を流れる電流を

N 個のセグメントに分割し，セグメント上の未知の電

流係数を求めることで電磁界を解析する．このとき電

界積分方程式を離散化し，行列方程式 V=ZI に変換し

て解く．ここで V は…，Z は…，I は…である．このよ

うにして得られた行列方程式はガウスの消去法や掃き

出し法などの直接法を用いて解くことができる．その

ときの逆行列を求めるための計算時間は O(N3)になり

計算機メモリは N×N のインピーダンス行列を保存す

るため O(N2)となり，計算コストが大きい．一方，共

役勾配法（Conjugate Gradient, CG）法に代表されるよ

うな反復法を用いて行列方程式を解くと， 1 反復当た

りの計算時間が O(N2)となる．反復回数が N によらな

ければ全体の計算時間を O(N2)に抑えることができる

が N×N のインピーダンス行列を保存する必要がある

ことから計算機メモリは O(N2)のままで削減できない． 

これまでの研究では， CG 法の行列 -ベクトル積の計

算に高速多重極法 [3] (Fast Multipole Method, FMM)を

用いた CG-FMM や Fast Dipole Method [4] (FDM)が提案

されている．  

FMM は電流セグメントのグループ分けをし，遠方グ

ループ間の相互作用の計算をまとめて行う手法である．

CG 法と組み合わせることで 1 反復当たりの計算時間

と計算機メモリを O(N1.5)に削減できるが総セグメン

ト数 N とグループ内セグメント数 K が𝐾 = √𝑁の関係で

なければならない．また，定式化が複雑であり実装が
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容易ではないという課題もある．  

FDM は，互いに離れたセグメントを微小ダイポール

に近似して相互結合を計算する手法である．  FMM 同

様計算時間と計算機メモリを O(N1.5)に削減できるが，

集約 -変換 -分配のアルゴリズムにおいてベッセル関数

やルジャンドル多項式等の複雑な計算を要さないため，

実装が容易であるという利点がある．一方で，折れ線

形状のセグメントを直線状の微小ダイポールに近似す

ることで誤差が生じるという問題がある．  

本研究では自由空間のダイアディックグリーン関

数に遠方界近似を導入することで FMM のように遠方

グループ間の相互作用がまとめて計算可能となる手法

を提案する．提案法は FMM のように特殊関数を用い

ることはなく，アルゴリズムがシンプルである．，また，

FDM のようなセグメント形状の近似は行わない．提案

法は，後述する条件下においては計算時間と計算機メ

モリが O(N1.5)を下回る．  

本報告では提案手法で 2 次元周期的アレーアンテナ

を解析し解の収束性およびグループ数に対する計算時

間と計算機メモリの関係性を検討した．  

2. 数値解析の原理  

2.1. CG 法  

モーメント法により得られた行列方程式 V=ZI を解

くアルゴリズムは次の通りである．  

電流ベクトル I の初期値を I0 とし，残差ベクトル R

及び解の修正ベクトル P の初期値 R0，P0 を次のよう

に求める．  

𝐑0 = 𝑍𝐈𝟎 − 𝐕 

𝐏1 = −𝑍†𝐑𝟎 

次に以下の反復処理を行う．  

𝛼𝑖 = −
〈𝑍𝐏𝑖 , 𝐑𝑖−1〉

∥ 𝑍𝐏𝑖 ∥2 =
∥ 𝑍†𝐑𝑖−1 ∥2

∥ 𝑍𝐏𝑖 ∥2  

𝐈𝑖 = 𝐈𝑖−1 + 𝛼𝑖𝐏𝑖 

𝐑𝑖 = 𝑍𝐈𝑖 − 𝐕 = 𝐑𝑖−1 + 𝛼𝑖𝑍𝐏𝑖 

𝛽𝑖 =
∥ 𝑍†𝐑𝑖 ∥2

∥ 𝑍†𝐑𝑖−1 ∥2 

𝐏𝑖+1 = −𝑍†𝐑𝑖 + 𝛽𝑖𝐏𝑖 

ここで，𝛼𝑖と𝛽𝑖はそれぞれ電流ベクトル 𝐈𝑖と修正ベク

トル𝐏𝑖の修正係数であり𝑍†は𝑍の共役転置行列である．

上記のアルゴリズムにおいて反復処理 1 回につき𝑍行

列とベクトルの積を計算するため計算時間は𝑂(𝑁2)で

ある．また𝑍行列を保存するため計算機メモリも𝑂(𝑁2)

となる．  

2.2. 遠方界近似を用いた自由空間の  

ダイアディックグリーン関数による  

相互インピーダンスの表示式  

今，自由空間に長さ 2l の微小ダイポール素子が 2 つ

波長に比べて十分に離れた位置にあるとする．この時

の微小ダイポール素子間の相互インピーダンスは (1)

式のように表されることが分かっている [6]．(1)式を用

いて図 1 に示すようにセグメントをグループ化してま

とめて計算をする．  

 

図  1 セグメントのグループ化   

 

𝑧𝑚𝑛 = 𝑗𝜔𝜇0 ∫ 𝐟𝑛(𝐫′) ⋅ ∫ �̿�re ⋅ 𝐟𝑚(𝐫)
𝑙

−𝑙

d𝐫d𝐫′
𝑙

−𝑙

 (1) 

�̿�re = e−𝑗𝑘0(�̂�r⋅𝐫)
e−𝑗𝑘0𝑅

4π𝑅
[

𝐹𝑥𝑥′ 𝐹𝑥𝑦′ 𝐹𝑥𝑧′

𝐹𝑦𝑥′ 𝐹𝑦𝑦′ 𝐹𝑦𝑧′

𝐹𝑧𝑥′ 𝐹𝑧𝑦′ 𝐹𝑧𝑧′

] e𝑗𝑘0(�̂�t⋅𝐫′) 

 

(2) 

𝐟𝑛(𝐫′)は基底関数であり 𝐟𝑚(𝐫)は試行関数である． �̂�t,  �̂�r

は電波の到来方向，放射方向を表す単位ベクトルであ

る．�̿�reは自由空間のダイアディックグリーン関数の遠

方における近似表現であり， (2)式は波源，伝搬経路，

観測点の 3 つの要素に分解が可能である．今，m,m’を

波源グループ及び観測点のグループの番号とし， k,k’

を m,m’が示すグループ内のセグメント番号とする．ま

た lmk と lm’k’を観測点と波源に沿う積分路とすると (1)

式は次の様に表される．   

𝑧𝑚𝑘𝑚′𝑘′
𝑓𝑎𝑟

= 𝑗𝜔𝜇0 ∫ 𝐟𝑚𝑘(𝐫) ⋅ ∫ �̿�re(𝐫, 𝐫′) ⋅ 𝐟𝒎′𝒌′(𝐫′)
𝑙𝑚′𝑘′  

d𝐫d𝐫′
𝑙𝑚𝑘

 (3)  

ここで  

𝐬𝑚𝑘(�̂�t) = ∫ e𝑗𝑘0(�̂�t⋅𝐫𝑚𝑘)𝐟𝑚𝑘(𝐫𝑘)
𝑙𝑚𝑘

d𝐫𝑘 

𝐬𝑚′𝑘′(�̂�r) = ∫ e
−𝑗𝑘0(�̂�r⋅𝐫

𝑚′𝑘′)𝐟𝑚′𝑘′(𝐫𝑘′)
𝑙
𝑚′𝑘′

d𝐫𝑘′ 

𝑇𝑚𝑚′ =
e−𝑗𝑘0𝑅

4π𝑅
[

𝐹𝑥𝑥′ 𝐹𝑥𝑦′ 𝐹𝑥𝑧′

𝐹𝑦𝑥′ 𝐹𝑦𝑦′ 𝐹𝑦𝑧′

𝐹𝑧𝑥′ 𝐹𝑧𝑦′ 𝐹𝑧𝑧′

] 

とすると遠方セグメント間の相互インピーダンスと電

流ベクトルの積をまとめて計算する処理は次のように

なる．また電流セグメント数を N，素子数を M，アレ

ーアンテナの素子の分割数を K，各グループの持つ電

波の放射方向及び到来方向の数を M’とすると計算時

間及び計算機メモリは表 1，2 のようになる．  

STEP.1 m’番目の波源グループ内の波源セグメントと

波源グループ中心までの相互作用を求める．  
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𝐒𝑚′(�̂�r) = ∑ 𝐬𝑚′𝑘′(�̂�r)𝑎𝑘′

𝐾

𝑘′=1

 

STEP.2 m 番目の観測グループ中心から見て遠方にあ

る全ての波源グループの相互作用を求める．  

𝐒𝑚(�̂�r) = ∑ 𝐒𝑚′(�̂�r)𝑇𝑚𝑚′

𝑚′∈𝑀𝑓𝑎𝑟

 

 

STEP.3 観測グループの中心から，観測セグメントま

での相互作用を求める．  

∑ 𝑍𝑖𝑗
𝑓𝑎𝑟

= 𝑗𝑘0𝑍0 𝐬𝑚𝑘(�̂�t) ⋅ 𝐒𝑚(�̂�r) 

 

表  1 相互作用の計算に要する計算時間．  

 STEP Order of CPU time 

Near interaction  O(N2/M) 

 

Far interaction 

STEP1 O(M’×N) 

STEP2 O(M2) 

STEP3 O(M’×N) 

 

表  2 相互作用の計算に要するメモリ．  

Stored contents Required memory 

V,I,P,R O(N) 

𝑍𝑚𝑘𝑚′𝑘′
near  O(K×N) 

𝐬𝑚𝑘(�̂�t) and 𝐬𝑚′𝑘′(�̂�r)  O(M’×N) 

M’が一定と仮定すると，M=N2/3 となるようにグループ

分けをすれば，CG 法における 1 ステップの計算時間

および必要な計算機メモリが O(N4/3)となる．  

2.3. 電波の放射方向及び到来方向の削減  

(3)式の相互インピーダンスの表示式で計算する場

合，電波の放射方向及び到来方向を削減することで更

なる高速化が期待できる．例として図 2 のように，グ

ループ m からグループ m1,m2 を見た時のベクトルが

Rt1,R t2 である場合を考える．2 つのベクトルがなす角

θが閾値 θm より小さければ 2 つのベクトルの重心を向

く単位ベクトルを (4)式に従い作成する．これによりグ

ループ m から見た放射方向，到来方向を削減できる． 

�̂�𝐭𝟏𝟐 =
𝐑𝐭𝟏 + 𝐑𝐭𝟐

|𝐑𝐭𝟏 + 𝐑𝐭𝟐|
 (4) 

 

図  2 放射方向，到来方向の削減．  

3.  2 次元周期的アレーアンテナの  

動作インピーダンスの収束性  

提案手法を 2 次元周期的アレーアンテナに適用した

ときの動作インピーダンスの収束性を明らかにする．

図 3 のようにダイポールセグメントを 2 次元平面状に

周期的に配置し，相互インピーダンスを求めた．ダイ

ポール長 l は 0.5λ，ダイポールの直径 a は 0.001λ，素

子間隔は 0.5λ である．素子数を 10×10 とし，そのう

ちの 10 素子分の動作抵抗，動作リアクタンスを図 4,5

に示す．近傍，遠方を判別する閾値 dm [l/λ]を 0.5λ で

変化させ妥当な閾値を定めた後，角度に関する閾値 θm 

[degree] を 2 度刻みで変化させ比較した．  

 

図  3 2 次元平面アレーアンテナ．  

 

(a) dm を変化させたときの動作抵抗の比較．  

 

(a) dm を変化させたときの動作リアクタンスの比較． 
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図  4 dm の変化による動作インピーダンスの比較 . 

 

(a) θm を変化させたときの動作抵抗の比較．  

 

(b) θm を変化させたときの動作リアクタンスの比較． 

図  5 θm の変化による動作インピーダンスの比較．  

図４から，距離閾値 dm [l/λ]が小さいほど誤差が大き

くなることがわかる．これは近傍にある素子間の近傍

界による影響が無視されたために生じた誤差であると

考えられる．図 5 から，角度閾値 θm [degree]を大きく

すると厳密な動作インピーダンスと比較し誤差が大き

くなることが分かる．これは θm が大きくなることで波

源からの放射方向，および素子への電波の到来方向が

粗く近似され，位相及び振幅に含まれる誤差が大きく

なったためであると考えられる．  

 

 

 

 

4.  2 次元周期的アレーアンテナにおける  

提案手法の計算時間および使用メモリ  

 本手法の 2 次元平面アレーアンテナにおける計算時

間及び必要な計算機メモリを明らかにする．分割数を  

K=3 とし素子数 M を増加させたときの 2 次元周期的ア

レーアンテナの数値計算に要する計算時間と計算機メ

モリを図 6,7 に示す．  

  

図  6 1 反復当たりの計算時間．  

 

図  7 計算機メモリ  

 

図  8 M’の推移  

 

図 6 より，提案手法における CG 法の 1 反復当たりの

計算時間は O(N2)となり，従来の計算方法と同等のオ

ーダーであった．これは，本報告における数値計算対

象が𝑁 ≫ 𝐾かつ N の増大によらず K を一定としたモデ

ルであり，表 1 に示される STEP.2 の計算時間である

𝑂(𝑀2) = 𝑂(𝑁2/𝐾2)がおおよそ O(N2)のオーダーになっ

たためであると考えられる．また図 7 より，提案手法

が要する計算機メモリは O(N1.1)となり従来法の O(N2)

よりも削減されていることが分かる．  
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 図 8の M’の推移より Nが 1000から 10000の間では，

計算機メモリは O(N1.2)となるはずであるが，実際は

O(N1.1)となった．表 2 より近傍セグメント間の相互イ

ンピーダンスを保存する場合，そのオーダーは  

O(K×N)で表されるが，距離閾値 dm を定めているため

近傍にあるセグメント数は K よりも大きくなる．図 6,7

における条件では近傍セグメント間の相互インピーダ

ンスを保存する割合が全体の使用メモリの約 90％を

占めていたため O(N)に近いオーダーになったと考え

られる．  

 

5. むすび  

本報告では自由空間のダイアディックグリーン関

数に遠方界近似を導入することで，電流セグメント間

の相互インピーダンス作用をグループ単位で計算可能

にする手法を提案し，2 次元周期的アレーアンテナの

数値解析を行い，計算時間及びメモリに関して検討し

た．その結果，計算時間は従来の O(N2)であったが，

メモリは削減可能であることが判明した．  

今後は各々の素子の形状が異なるリフレクトアレ

ーアンテナのような準周期構造などにも本手法を適用

していく予定である．  
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