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あらまし 大規模問題を解析するための高速なモーメント法の 1つとして CG-FMM(Conjugate Gradient-Fast Mul-

tipole Method)が知られており, 未知数を N とすれば反復処理 1回の計算時間及び計算機メモリをどちらも O(N2)

から O(N1.5)まで削減することができると言われている. しかしながら, 計算時間及び計算機メモリの削減効果はグ

ループ数に依存することが知られており, その検討は必ずしも十分ではない. 本報告では, 作成した CG-FMMの汎用

プログラムを利用して板状導体を解析し, グループ分けの仕方と計算時間及び計算機メモリの関係を検討したので報

告する.
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Abstract CG-FMM(Conjugate Gradient-Fast Multipole Method) is known as one of the fast Method of Mo-

ments(MoM) for large-scale problems. Both CPU time and computer memory for analysis of the CG-FMM are

considered to be reduced from O(N2) to O(N1.5) where N is number of unknowns. However, effect of number

of groups, which is one of the important parameters for computational efficiency of the CG-FMM, have not been

sufficiently investigated. In this report, versatile program of the CG-FMM is used for analysis of scattering charac-

teristics of the planar antenna and the computational efficiency corresponding to number of groups is investigated.
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1. ま え が き

アンテナの電磁界解析手法の 1 つとしてモーメント法

(Method of Moments: MoM) が挙げられる [1], [2]. モーメ

ント法は, 導体表面上で成り立つ電磁界の境界条件から得られ

る積分方程式を離散化し, 行列方程式に変換してこれを解き, 導

体表面を流れる未知の電流を求める手法である. 従来はガウス

消去法や掃き出し法などを用いて, 行列方程式 V = ZIを直接

解いて未知の電流ベクトル Iを求める際にガウス消去法や掃き

出し法などの直接法が用いられていた. しかし, N × N の行

列方程式を直接法を用いて解くと計算時間とメモリがそれぞれ

N3 と N2 に比例して増加する. そのため, 大規模な構造にモー

メント法を適用するには, 計算の高速化及び必要なメモリの低

減が不可欠である.

この課題を克服する手法として, 行列方程式の解法に

CG(Conjugate Gradient)法 [3]- [6]を用い, CG法における行

列-ベクトル積の計算に FMM(Fast Multipole Method; 高速多

重極法)を用いるCG-FMM[7]- [9]や, CG法中の行列-ベクトル

積の計算を高速フーリエ変換で高速化したCG-FFT(Conjugate

Gradient-Fast Fourier Transform) [17], Z 行列の遠方界成分を

周期的に配置した点状基底関数を用いて計算するAIM(Adaptive

Integral Method) [18]- [21] などが提案された. 一般に, CG-

FMMの 1ステップあたりの計算時間及び必要なメモリはどち

らもN1.5に比例するが, N が大きくなければ効率は良くならな

い. また, CG-FFTの 1ステップ当たりの計算時間は N log N

で, 必要なメモリはN に比例するが, 周期構造にしか適用できな

いという欠点がある. さらに, AIMでは 1ステップ当たりの計算

時間及び必要なメモリはそれぞれ Nα log N , Nα(1 < α < 1.5)

に比例するが, 解析モデルを一様な長方形格子で分割すること

(階段近似)による誤差が大きい.

これらの手法の中でも CG-FMMに関しては様々な研究がな

され, 改良や大規模問題の解析が行われてきた. CG-FMMに分
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割統治法の考え方を応用して多層化したMLFMA(Multi-Level

Fast Multipole Algorithm) [10]- [16]に代表される手法は, 飛行

機 [11]やレンズ [16]などの大規模問題の解析に用いられ, 並列

コンピュータ用のアルゴリズムの開発 [15]も行われた. しかし

ながら, CG-FMM の計算時間及び計算機メモリはグループ数

に大きな影響を受けることが知られており, その検討は十分に

なされているとは言えない.

本報告では, CG-FMM の汎用プログラムを利用して板状ア

ンテナによる平面波の散乱界を解析し, グループ数と計算時間

及び計算機メモリの関係を検討したので報告する.

2. 数値解析の原理

2. 1 CG 法

モーメント法によって得られた行列方程式V = ZIを CG法

によって解くアルゴリズムの概要は以下の通りである.

●電流ベクトル Iの初期値を I0 として, 残差ベクトル R及び

解の修正ベクトル Pの初期値R0 及び P0 をそれぞれ以下のよ

うにして求める.

R0 = V − ZI0

P0 = Z†R0

●残差ベクトルの大きさ ∥Ri∥が十分小さくなるまで反復処理

αi =
⟨ZPi−1,Ri−1⟩

∥ZPi−1∥2 =

‚

‚Z†Ri−1

‚

‚

2

∥ZPi−1∥2

Ii = Ii−1 + αiPi−1

Ri = V − ZIi = Ri−1 − αiZPi−1

If ∥Ri∥ < ϵ ∥V∥ , stop iteration.

βi =

‚

‚Z†Ri

‚

‚

2

∥Z†Ri−1∥2

Pi = −Z†Ri + βiPi−1

を行う. ここで, αi と βi はそれぞれ Ii−1 と Pi−1 の修正係数

であり, Z† は Zの共役転置行列である. また, ϵは解の誤差調

整パラメータであり, ϵ = 10−4 とすれば N が数千から数万程

度までは十分な精度の解が得られることが分かっている.

上述のアルゴリズムでは, 反復処理 1回当たり 2回の行列-ベ

クトル積が行われ、その計算時間は O(N2)である. また, Zを

保存するための計算機メモリも O(N2)となる. 2.2節で述べる

ように, FMMを利用すると行列-ベクトル積の計算時間及び必

要な計算機メモリをどちらも最大で O(N1.5)まで減らすことが

出来る.

2. 2 FMM

図 1に示すように, FMMではグリーン関数の加法定理 [7], [22]

を利用して, CG法の行列-ベクトル積のうち遠方にあるセグメ

ントとの間の相互インピーダンス行列と電流ベクトル Iとの積

をグループ単位でまとめて計算する. まとめるときの計算時間

及び必要な計算機メモリは, 多重極数 Lとグループ数M , 及び
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Figure 1 FMM におけるグループ化.

グループ中のセグメント数 K によって決まることが分かって

いる. 多重極数 Lはグループの直径の最大値 Dmax に比例する

値として,

L = k0Dmax + αL ln(k0Dmax + π) (1)

で与えられる経験式が得られている. ここで, αL は誤差調整

パラメータであり, 通常 0～10の値が用いられ, αL = 2とすれ

ば散乱パターンや電流分布は十分な精度で求められることが分

かっている. 解析モデルが 2次元的な広がりを持つ場合 (板状

アンテナなど), 多重極数 L と各グループに含まれるセグメン

ト数K(= N/M)との関係は L2 ∝ K となることが知られてい

る. この場合, 解析に要する計算時間と計算機メモリは総セグ

メント数 N とグループ数M のみを用いて

CPU time, computer memory = O(MN + N2/M) (2)

で表される. (2)式においてグループ数M をM =
√

N とする

と計算時間及び計算機メモリが最小の O(N1.5)となる. しかし

ながら, 解析モデルの形状やセグメントの分布の仕方によって

はM =
√

N という最適なグループ分けができない場合もある.

また, プログラム中で解析モデルやグループ配置の周期性を利

用した場合, 計算時間や計算機メモリが最小になるグループ数

M がM =
√

N と異なる場合もあり得る. 従って, グループ数

に対する計算時間及び計算機メモリの変化を確かめる必要があ

る. そこで, グループ数を自由に設定して解析が行えるような

プログラムを作成し, グループ数M を変化させたときの計算

時間とメモリについて検討した.

3. CG-FMMによる散乱問題解析プログラム

線状導体で構成された任意形状のアンテナや散乱体を分割し,

自動的にグループ化を行った上で CG-FMMを利用して散乱問

題を解析する手順は以下のようになる.

（ 1） 解析モデルを線状セグメントに分割する.

（ 2） 給電条件から各セグメント上の電圧を求め, 電圧ベク

トルVを計算する.

（ 3） 解析モデルを含む空間を, 均一な大きさの立方体で分

割し, グループを設定する.

（ 4） (1) で求めたセグメント座標を (3) で求めたグループ

に割り当てる.

（ 5） CG-FMM を利用して, 各セグメントの電流分布を計

算する.

（ 6） 得られた電流分布を利用して散乱パターンを得る.
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(a) 解析モデルのワイヤグリッド分割.
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(b) 平面波による励振.
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(d) セグメントのグループ化.
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(e) CG-FMM による電流分布の計算.
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(f) 散乱パターンの計算.

Figure 2 CG-FMM による散乱問題の解析手順.

解析モデルのセグメント分割には何らかの商用ソフトウェア

を利用することもできる. また, 各グループへのセグメントの割

り当てには選択ソートを使用しており, 各グループに含まれる

セグメント数は均一ではない. そして CG-FMMによって電流

分布を計算する際には, 隣接しないグループ間の相互インピー

ダンスのみを FMMによって計算する. 図 2(a)-2(f)に, 2本の

ダイポールアンテナを解析モデルとした場合に, モデルの分割

から散乱パターンが得られるまでの様子を示す.

4. CG-FMMによる板状アンテナの解析.

以上のプログラムを利用して, 図 3 に示す板状アンテナを

CG-FMMによって解析する. 解析諸元は表 1に示す. 板状ア

ンテナの寸法と線状セグメントへの分割及び総セグメント数N

を固定し, グループ数の違いが計算時間及び計算機メモリに及

ぼす影響を検討した. また, 多重極数 Lを決定するパラメータ

αL, 及び反復回数を決定するパラメータ ϵも固定した. 散乱パ
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ターンの解析結果の一例を図 4に示す. Gauss-Jordan法や CG

法によって行列方程式を解いて得られた電流分布から求めた散

乱パターンと, CG-FMMによって得られた電流分布から求めた

散乱パターンはよく一致した. 次に, CG法及び CG-FMM
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Figure 3 板状アンテナ.

Table 1 解析諸元.

Number of total segments N 4879

Number of cubes (Mx, My , Mz) Mx = My = 2 ∼ 17

Mz = 1

Number of total groups M = MxMyMz 4 ∼ 289

Max. number of segments in groups Kmax 1281 ∼ 27

Size of planar conductor dx × dy 4λ × 4λ

Radius of dipole segment a 0.00025λ

Incident angle of plane wave (θinc, ϕinc) (30◦, 45◦)

Error control parameter for FMM αL 2

Error control parameter to stop iteration ϵ 10−4

dx=dy=4λ, a=0.00025λ
N=4879, Mx=My=8
ε=10-4, αL=2
(θinc, φinc)=(30o, 45o)
Eθ on φ=45o plane
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Figure 4 板状アンテナの散乱パターン.

における反復 1 回当たりの計算時間及び反復回数を図 5 に示

す. なお, 比較のため CG法で板状アンテナを解析するのに要

した反復 1回当たりの計算時間及び反復回数を図中に示してあ

る. CG法にはグループ分けの概念がないため, 図中にはどちら

の値もグループ数に依らない一定値として示してある. 図 5に

よると, 反復 1回当たりの計算時間はM = 50 ∼ 200の間で最

小値に近い値を示している. 理論的に最小値を示すと予想され
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Figure 5 反復 1 回当たりの計算時間及び必要な反復回数.
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Figure 6 総計算時間.
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Figure 7 計算機メモリ.

るM =
√

N = 70程度の場合だけでなく, その前後のグループ

数ならばかなり小さい計算時間が実現できていることが分かる.

従って, グループ数がM =
√

N からずれた場合でも, 計算時間

が大幅に悪化することはないと言える. また, CG-FMM の反

復回数は CG法の反復回数よりも常に大きな値を示し, グルー

プ数M の増加に伴って多少増加する傾向が見られた. Z 行列
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中のインピーダンスのうち, どのインピーダンスが厳密・ある

いは近似的に計算されるかどうかは, グループ数に対応して変

化する. そして近似的に計算されたインピーダンスには誤差が

含まれ, 厳密に計算したインピーダンスと異なる値になる. 従っ

て, グループ数の変化は, 若干ではあるが Z 行列の変化をもた

らし, 異なる Z 行列から CG法によって解を得るために必要な

反復回数は異なるため, M の増加に対して反復回数が変化した

ものと考えられる.

次に, CG-FMMの総計算時間を図 6に示す. 比較のために,

Gauss-Jordan法及び CG法で板状アンテナを解析するのに要

した時間も示している. 図 6から分かるように, M =
√

N = 70

前後のグループ数にした場合, 総計算時間が最小値に近い値に

なった. また, グループ数M がM =
√

N = 70よりも極端に

大きかったり小さかったりする場合は, 計算時間が CG法と比

較してあまり削減されないことも分かる.

最後に, 計算機メモリを図 7 に示す. 計算機メモリは, グ

ループ数M がM =
√

N = 70付近で必ずしも最小にならず,

M = 200 前後で最小値に近い値となっている. その原因とし

ては, グループ配置の周期性をプログラム中で利用したことと,

各グループに含まれるセグメント数が一定でないことの 2つが

考えられる. グループ配置の周期性をプログラムで利用すると,

計算機メモリは (2)式と異なり,

CPU time, computer memory = O(N + N2/M) (3)

で表されることが分かっている. (3)式は, グループ数M を N

に近づけるほど計算機メモリは O(N)に近づくということを意

味している. 従って, この場合はM =
√

N が計算機メモリの

最小値を与えるグループ数ではないことが分かる.

また, 各グループの情報を保存するための計算機メモリ領域

はプログラムの都合上, 最大のセグメント数を持つグループに

合わせて確保している. 従って, 各グループに含まれるセグメ

ント数に大きな差がある場合 (1グループだけ極端に多数のセ

グメントを含む場合など), 計算では使用しない無駄な計算機メ

モリを確保してしまうことになる. ゆえに, 各グループに含ま

れるセグメント数をなるべく均一にするようなグループ分けの

方が効率が良いと考えられる.

5. む す び

本報告では, CG-FMM を利用して、線状導体で構成された

任意形状モデルの散乱問題を解析する手順について説明した.

次に, 板状の散乱導体をワイヤグリッドに分割し, その総数を

N = 5000程度にしたときの解析を作成したプログラムを利用

して行った. その結果, CG-FMM による解析に要する反復 1

回当たりの計算時間及び総計算時間はグループ数M =
√

N 付

近で最小値に近い値を示し, グループ数がM =
√

N からずれ

た場合でも CG法より高速に解析ができることが分かった. ま

た, 必要な反復回数はグループ数に対して変化した. 計算機メ

モリは, プログラム中でグループの配置に周期性を利用したた

め, M =
√

N ではなくM が N に近づいたときに最小値にな

ることが分かった. 加えて, 各グループに含まれるセグメント

数にばらつきがないようにすると, 不要なメモリ領域を確保せ

ずに済むことも分かった.

作成したプログラムは板状アンテナ以外の線状導体で構成さ

れた任意形状モデルの解析にも応用できるため, 今後は市販の

セグメント分割用ソフトウェアと組み合わせて, 任意形状の大

型モデルの解析を行う予定である. また, 作成したプログラム

に前処理を追加して, Z 行列の条件数が大きい悪条件問題に対

しても高速で解を得ることができるようにする必要がある.
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